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LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Por  cálculo integral sabemos que cuando vamos a determinar  una integral 

impropia de la forma ∫  ( )  
 

 
  ,su desarrollo se obtiene realizando un cambio 

de variable en el límite superior de la integral para luego calcular el límite de la 

integral cuando la variable del límite superior tiende hacia el infinito, es decir 

∫  ( )  
 

 

     
   

∫  ( )  
 

 

 

Y se dice que la integral converge cuando el límite es un valor finito, en caso 

contrario diverge. 

Ejemplo. 

∫      
 

 

     
   

∫      
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DEFINICION.  Sea   una función real de variable real t, definida para t > 0. 

Sea s una variable que supondremos real y consideremos la función   definida 

por la integral impropia  ( )   ∫      ( )  
 

 
 para todos los valores de s para los 

que exista y sea finita la integral. La función   definida mediante la integral 

impropia recibe el nombre de transformada de Laplace de la función F y se 

denota por   * +  la transformada de la Laplace f de F y por  * ( )+   ( ) . 

De la definición anterior se puede observar que para encontrar la transformada 

de Laplace de una función cualquiera F(t) se debe encontrar el valor de la 

integral impropia que define la transformada. Es decir 

 * +   ∫      ( )  
 

 

 

Vamos a determinar algunas transformadas de Laplace. 
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1) Para la función  ( )   , se tiene 

 * +   ∫        
 

 

  ∫       
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Un caso particular seria, la transformada de la función F(t) = 4 es 

 * +   
 

 
 

 

2) Para la función F(t) = kt con  t > 0, se tiene 

 *  +   ∫         
 

 

  ∫        
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Un caso particular seria: 

 *  +   
 

  
 

 

3) Para la función  F(t) = eat se tiene 

 *   +   ∫          
 

 

 ∫  (   )    
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4) Para  la función  F(t) = Senkt  pata t > 0 

 

 *     +   ∫            
 

 

    
   

∫  (   )        
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 *     +      
   

(
     

     
(              ))|

 

 

 

 *     +      
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(              )) 

 

 *     +   
 

     
 

Asi por ejemplo, la transformada de Laplace de la función f(t) = Sen2t 

es 

 *     +   
 

    
 

Empleando la definición de transformada de Laplace, se han encontrado 

las transformadas de algunas funciones  

Función Transformada de Laplace 

 ( )    
 * +   

 

 
      

 ( )     
 *  +   

 

  
      

 ( )    
 * +   

 

  
      

 ( )       
 *   +   

 

   
      

 ( )        
 *     +   

 

     
      

 ( )         *     +   
 

     
      

 ( )      
 *  +   

  

    
             

 ( )      (  ) 
 *    (  )+   
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FUNCION DE ORDEN EXPONENCIAL 

S e dice que una función   es orden exponencial k si existen constantes 

k, M >0 , T > 0, de tal manera que se cumpla que | ( )|       para 

todo valor de t > T. 

Por ejemplo, la función  ( )   , es de orden exponencial k = 1 ya que 

existen las constantes M=T=1 para lo cual se cumple que  

| ( )|       

 Pues  

| |                   

En la siguiente grafica podemos observar que los valores de la función 

 ( )     están por encima de loa valores de la función  ( )  | | lo que 

nos indica efectivamente  que  

| |                   

 

 

 

 

Por ejemplo, la función  ( )     , es de orden exponencial k = 1 ya 

que existen las constantes M=T=1 para lo cual se cumple que  

| ( )|       

 Pues  

|   |                   

En la siguiente grafica se verifica la desigualdad 

-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

-3.0
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1.0
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La transformada de Laplace es una transformación lineal, es decir 

 *  ( )    ( )+     * ( )+    * ( )+ 

La demostración resulta de las propiedades de las integrales 

 *  ( )    ( )+   ∫ (  ( )    ( ))      
 

 

 

 *  ( )    ( )+  ∫   ( )      
 

 

  ∫   ( )      
 

 

 

 *  ( )    ( )+   ∫  ( )      
 

 

   ∫  ( )      
 

 

 

 *  ( )    ( )+     * ( )+    * ( )+ 

 

Para encontrar la transformada de Laplace de una función, se tiene en 

cuenta la linealidad de la transformada y las transformadas de las 

funciones básicas que se pueden observar en la tabla anterior.  

 

Así por ejemplo. Encontrar la transformada de Laplace de las 

siguientes funciones 

1)  ( )           

Por la linealidad de la transformada se tiene 

 *         +     *  +    * +   * + 

Teniendo en cuenta la tabla de las transformadas de Laplace, se llega  

Para   *  + aplicamos  *  +   
  

    
 es decir 

-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
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y = e^x
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 *  +   
  

    
 
 

  
 

En  * + aplicamos  * +   
 

  
 

En  * +  aplicamos la transformada de una constante  * +   
 

 
 con lo 

que se tiene   * +   
 

 
 

Remplazando las transformadas encontradas se llega a 

 *         +     *  +    * +   * + 

 *         +    
 

  
  

 

  
 
 

 
 

 *         +   
 

  
 
 

  
 
 

 
 

 *         +   
        

  
 

 

2)  ( )                 

 *               +     *  +    *   +   *     + 

De las tablas de las transformadas se tiene 

Para   *  + aplicamos  *  +   
  

    
 es decir 

 *  +   
  

    
 
  

  
 

En  *   + aplicamos  *   +   
 

   
 , con lo que   *   +   

 

   
 

En  *     +  aplicamos la transformada de una constante 

 *     +   
 

     
 con lo que se tiene   *     +   

 

     
 

Reemplazando 

 *               +     *  +    *   +   *     + 

 *               +    
  

  
  

 

   
 

 

     
 

 *               +   
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CONDICIONES DE SUFICIENCIA PARA LA EXISTENCIA 

Si    ( ) es una función  continua por tramos en el intervalo ,     ) y 

es de orden exponencial k , entonces la transformada de Laplace 

 * ( )+ existe para     . 

 

Ejemplo.  Encuentre la transformada de Laplace de la función  

 ( )  {
             
         

 

Por definición de la transformada de Laplace se tiene 

 

 * ( )+   ∫      ( )  
 

 

 

Pero como la función es segmentada,  

 * ( )+   ∫      ( )  
 

 

 ∫      ( )  
 

 

 

 * ( )+   ∫     ( )  
 

 

 ∫     ( )  
 

 

 

 * ( )+   ∫    
 

 

  ∫       
 

 

 

 * ( )+    | 
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ACTIVIDAD 

Determine la transformada de Laplace de las siguientes funciones 

 

 ( )  {
              

         
            ( )  {

             
         

  

 

 ( )  {
                

         
      ( )  {

                

          
 

 

 ( )                             ( )          

 

 ( )                           ( )   (      )  

 

 ( )                           ( )                 

 

 ( )                             ( )          
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LA TRANSFORMDA INVERSA DE LAPLACE 

Una función  ( ) definida en un intervalo        tiene 

transformada inversa de Laplace si existe una función  ( ) definida en 

el intervalo        tal que  * +    , en este caso se dice que   es 

la transformada inversa de Laplace y se denota por    * + 

Teniendo en cuenta la tabla de las transformadas de Laplace, se 

obtienen las transformadas inversas. La siguiente tabla contiene 

algunas de ellas. 

 

 

Transformadas inversas 

   { 
 

 
}      

   {
 

  
}       

   {
 

  
}      

   {
 

   
}       

   {
 

     
}          

   {
 

     
}          

   { 
  

    
}      

   {
 

     
}       (  )  

   {
 

     
}         (  )   

   {
 

(   )    
 }            

   {
   

(   )    
}               

 

A continuación se desarrollaran dos ejemplos con el fin de reconocer 

la forma de determinar la transformada inversa de Laplace. 
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Ejemplo.  Determine la transformada inversa de 

   {
     

    
} 

Se debe encontrar una función  ( ) que tenga como transformada de 

Laplace la función    ( )   
     

    
. Para ello se realizan operaciones en 

la fracción con el fin de poder llevar la expresión dada a expresiones 

en las cuales se les pueda encontrar la transformada inversa de 

acuerdo a las expresiones dadas en la Tabla de Transformadas 

inversas, asi 

   {
     

    
}     {

  

    
 

  

    
} 

  

   {
     

    
}     {

  

    
 
   

    
} 

 

Por la linealidad se tiene 

   {
     

    
}      {

 

    
}      {

 

    
} 

   {
     

    
}      {

 

     
}      {

 

     
} 

Teniendo en cuenta las transformadas inversas se tiene 

   {
 

     
} tiene la forma  

   {
 

     
}          

Luego,  

   {
 

     
}          

 

   {
 

     
} tiene la forma  

   {
 

     
}         

Luego,  

   {
 

     
}          

Reemplazando se tiene que 
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   {
     

    
}                 

Ejemplo 2. Hallar     {
     

          
} 

Para este tipo de ejercicios se debe expresar la fracción dada en 

fracciones parciales, factorizando el denominador se tiene 

     

          
  

     

(     )(   )(   )
 

     

          
  

 

   
 

 

   
 

 

   
 

     

          
 
 (   )(   )   (   )(   )   (   )(   )

(     )(   )(   )
 

 

       (   )(   )   (   )(   )   (   )(   ) 

Si              

        (   )(   )   (   )(   )   (   )(   ) 

                 
  

 
 

Si              

        (   )(   )   (   )(   )   (   )(   ) 

                     
 

 
 

 

Si               

  (  )     (    )(    )   (    )(    )   (    )(    ) 

                      
  

 
 

Luego  las fracciones parciales quedan 

     

          
 
  

 
 
 

   
 
 

 

 

   
 
 

 

 

   
 

Con lo que  

   {
     

          
}     {

  

 
 
 

   
 
 

 

 

   
 
 

 

 

   
} 

Por la linealidad 
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   {
     

          
}  

  

 
   {

 

   
}  

 

 
   {

 

   
}  

 

 
  

  

{ 
 

   
} 

   {
     

          
}  

  

 
   {

 

  (  )
}  

 

 
   {

 

   
}  

 

 
  

  

{ 
 

   
} 

 

Las tres transformadas simples tienen la forma  

   {
 

   
}       

Luego 

   {
     

          
}  

  

 
    

 

 
    

 

 
     

Actividad. Determine las transformadas inversas 

   {
       

(   )(   )(   )
}                         {

   

    
}               {

    

          
} 

   {
 

       
}                                   {

    

    
}             {

 

 
 

 

  
 

 

   
}                   

   {
    

(   )(   )(   )
}              {(

 

 
 

 

  
)
 
}                   {

(   ) 

  
} 

 

TRANSFORMADA DE UNA DERIVADA. 

Encontraremos las expresiones para encontrar la Transformada de 

una derivada es decir  {  ( )} ,  {   ( )}  hasta generalizar  { ( )( )} 

Veamos, por definición se tiene 

 * +   ∫      ( )  
 

 

 

Transformada de la primera derivada 

 {  ( )}   ∫       ( )  
 

 

 

Integrando por partes, llamamos 

                          ( )    con lo que                           ( )   
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 {  ( )}       ( )| 
   ∫      ( )  

 

 

 

 {  ( )}    ( )   ∫      ( )  
 

 

 

 {  ( )}    ( )    * ( )+ 

 {  ( )}    * ( )+   ( ) 

Transformada de la segunda derivada 

 {   ( )}   ∫        ( )  
 

 

 

Integrando por partes, llamamos 

                           ( )    con lo que                            ( )   

 

 {   ( )}        ( )|
 

 
  ∫       ( )  

 

 

 

 {   ( )}     ( )   (  ( )    * ( )+) 

 {   ( )}     ( )    ( )      * ( )+ 

 {   ( )}      * ( )+    ( )    ( ) 

 

Transformada de la Tercera derivada 

 {    ( )}   ∫         ( )  
 

 

 

Integrando por partes, llamamos 

                            ( )    con lo que                             ( )   
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 {    ( )}         ( )|
 

 
  ∫       ( )  

 

 

 

 {    ( )}      ( )   (   ( )    ( )      * ( )+) 

 {    ( )}      ( )     ( )     ( )      * ( )+ 

 {    ( )}      * ( )+     ( )     ( )     ( ) 

 

Siguiendo el mismo procedimiento se llega a. 

Si                    (   )  son continuas en el intervalo ,     ) y de orden 

exponencial y si  ( )  es continua por tramos en el intervalo ,     ), entonces  

 { ( )( )}     * ( )+       ( )        ( )         (   )( )  

Mediante el empleo de las Transformadas de las derivadas y de las 

transformadas inversas se resuelven ecuaciones diferenciales con valores 

iniciales. Veamos un ejemplo 

Resolver.                       ( )         ( )     

Lo primero que hacemos es calcular la transformada de Laplace de la ecuación 

diferencial 

 {          }   *     + 

Por la linealidad se tiene 

 {   }    {  }    * +     *   + 

En el lado izquierdo tenemos las transformadas de las derivadas y en el lado 

izquierdo la transformada de una exponencial 
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 {   ( )}      * +    ( )    ( ) 

 {  ( )}    * )+   ( ) 

 *   +  
 

   
 

Aplicando las condiciones iniciales se tiene 

 {   ( )}      * +        

 {  ( )}    * +    

 *   +  
 

   
 

Reemplazando en la ecuación  

 {   }    {  }    * +     *   + 

se tiene  

(   * )+       )   (  * +   )    * +    
 

   
 

   * )+     * +    * +         
 

   
 

Factorizando 

(       ) * +        
 

   
 

(       ) * +   
 

   
      

Realizando la suma 

(       ) * +  
      

   
 

Despejando 
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 * +  
      

(   )(       )
 

Expresándolas en fracciones parciales 

 * +  
    

       
 

 

   
 

 * +  
        

         
 

 

   
 

 * +  
(    )   

(       )   
 

 

   
 

 * +  
 (   )     

(   )   
 

 

   
 

 * +  
 (   )

(   )   
  

 

(   )   
 

 

   
 

Tomando la inversa de la Transformada de Laplace 

     {
 (   )

(   )   
  

 

(   )   
 

 

   
} 

      {
(   )

(   )   
}      {

 

(   )   
}     {

 

   
} 

De acuerdo a la tabla de las transformadas inversas se tiene como solución de 

la ecuación diferencial 
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ACTIVIDAD 

Encontrar  la solución de  

               ( )    

               ( )        ( )    

                    ( )        ( )     

                        ( )        ( )        ( )    

                        ( )        ( )        ( )    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


